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今後の研究計画の基本テーマは、やはり不定計量空間についてである。 

 

昨年度（2024 年 11 月頃から取り組み始めた研究テーマ） 

 2024 年 11 月に「これまでの研究成果」の「最新の成果」において，２次元平面場の存

在条件（２種の概複素構造の存在）に適合する１０個の計量（１つはリーマン計量）と９

個のニュートラル計量）の存在を示した論文を投稿したことを述べた。それらの例とし

て，存在条件が最も簡単なオイラー数とヒルツェブルフ指標が共に０となる Nilmanifolds 

と Solvmanifolds 上の計量を示した。そして，直後から取り組み始めた問題が，オイラ

ー数とヒルツェブルフ指標が共に０でない例の構成を見出すことである。 

 

現在取り組んでいる課題： 

 1969 年に提唱された Goldberg 予想がある．それは，「コンパクト 概複素多様体が 

Einstein 計量を許容するならば，概複素構造は可積分となり複素構造になる」と主張する

のである．Riemann 多様体では，スカラー曲率が非負ならば，Goldberg 予想が正しいこ

とは，関川の定理（1985,1987）として確立している． 

 申請者は，2007 年に 8 次元不定値計量の擬 Riemann 多様体で，コンパクト概複素多様

体が Einstein 計量を許容しても，複素構造にならない概複素構造が存在する例を発見し

た。これが，擬 Riemann 多様体における初めての Goldberg 予想の反例となった。その

後，6 次元擬 Riemann 多様体でも，Goldberg 予想の反例を発見できた。 

 そして，４次元擬 Riemann 多様体においても，Goldberg 予想の反例が存在するかど

うか，これが今取り組んでいる課題である． 

 

１． ４次元多様体では、Riemann 曲率の Weyl 成分は対角化が可能であるが、ローレンツ

計量における曲率は Petrov タイプに分類される。それは、構造群が SO(p,q) という

擬回転群の性質を反映しているといえる。ところで、SO(p,q) の不変被覆群であるス

ピノール群 Spin(p,q) を構造群としてベクトル場をスピノール場としてとらえると、

曲率テンソルの分類がさらに細かくなり、多様体の構造をより詳細に調べることがで

きる。 

２． したがって、いままで、SO(p,q)を構造群とする幾何学を主として研究してきたが、

多様体の基本的性質から、スピノール群 Spin(p,q)を構造群とする幾何学を研究して

いきたい。 

３． この方向で、すでに 4 次元 Walker 計量についてのスピノール解析による論文を３編

発表している。これらは、Penrose の学生だった Peter R. Law との共同研究として

行っている。 

４． Walker 計量は、ヌルの平行平面場を許容するというある意味特殊な多様体である



が、その特殊性ゆえに様々な解析が可能となっているように思われる。実は、Walker 

計量には第 I 種と第 II 種があるが、多くの研究結果はほとんどが第 I 種にたいしての

ものである。現在、第 II 種に関しての新しい結果を見いだしつつあり、近々論文にま

とめるところである。 

５． これをきっかけに、第 I 種 Walker 計量とはかなり異質の第 II 種 Walker 計量の幾何

学を探求したい。 

 

６． 不定計量空間における Goldberg 予想は，６次元以上では Walker 多様体によって反

例を構成することができた｡残るは４次元ニュートラル計量の不定計量空間に対し

て，Goldberg 予想が成立するかどうかを調べる予定である｡４次元においても反例が

存在するのではないかと予想を立てている｡しかしながら，４次元は自由度が少なく

他の高次元多様体と比べて，問題の困難さは比較にならない｡やりがいのある問題で

ある｡ 

 

以上は、現在、すぐに取りかかろうとしている具体的研究計画であるが、不定計量空間

の計量を対応する作用素に置き換えてみると、特にローレンの場合それは波動方程式とな

る。また、４次元ニュートラル計量に対しては、ウルトラ・ハイパーボリック方程式とい

う Fritz John が研究してきた偏微分方程式となる。それで、これらの偏微分方程式の解

と多様体の曲率との関係など、リーマン幾何における指標定理に対応するような、しかも

多様体上の微分方程式を通じた物理との関係なども追求していきたい。 

 


