
基礎数学A・演習問題—No.1—

関数の極限と連続性

１　次の関数の逆関数を求めよ。但し (3) については定義域を適当に制限して答えよ。

(1) y = tanhx =
ex − e−x

ex + e−x
(2) y = sinhx =

ex − e−x

2
(3) y = coshx =

ex + e−x

2

(4) y = log(x+
√
x2 + 1) (5) y = log(1 +

√
x2 + 1)− log x (6) y = log(x+

√
x2 − 1) (x ≥ 1)

(7) y = log

√
1 + x

1− x
(8) y = log

√
x+ 1

x− 1

２　 a, b, c, d はいずれも正の実数とする。次の極限値を求めよ。

(1a) lim
x→+∞

(x+ 2)(3x− 4)

5x2 + 6x− 7
(1b) lim

x→+∞

xa − x

xa + x
(1c) lim

x→+0

xa − x

xa + x

(2a) lim
x→+∞

ex+2 + 3

4ex+5 + 6
(2b) lim

x→+∞

ex+2 + 3e4x+5

5e4x+3 + e2x+1
(2c) lim

x→+∞

ex+2 + 3e4x

4e3x+2 + ex

(3a) lim
x→+∞

a log 2x+ b

c log x+ d
(3b) lim

x→+∞

a+ b log x

c+ d log 2x
(3c) lim

x→+∞

log(x2) + log(3x)

log(2x) + log(x3)

(4a) lim
x→0

tan ax

sin bx cos cx
(4b) lim

x→0

sin 3x tan 4x

cos 5x tan 6x
(4c) lim

x→0

sin ax

cos bx tan cx

(4d) lim
x→0

sinx cos 2x

cos 3x tan 6x

(5a) lim
x→+0

sin x

xa
(5b) lim

x→+0

1− cos x

x2
(5c) lim

x→π

1 + cosx

(x− π)2

(5d) lim
x→π

sinx

x− π

(6a) lim
x→+∞

(
1 +

a

x

)bx

(6b) lim
x→0

(1 + ax)b/x (6c) lim
x→+∞

(
1 +

a

x

)bx+c

(6d) lim
x→+∞

(
1 +

1

x− a

)x−b

(6e) lim
x→0

(
1 + x2

)1/x
(6f) lim

x→0
(1− x2)1/x

(7a) lim
x→0

ax − bx

x
(7b) lim

x→0

x

bx − ax

(8) lim
x→+∞

(ax + bx)1/x (9) lim
x→+0

xx

３　実係数の方程式 anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0 は、ana0 < 0 の時、少なくと
も一つ正の解を持つことを示せ。

４　 a1, a2, . . . , an はいずれも実数で、a1 < a2 < · · · < an とする。方程式

1

x− a1
+

1

x− a2
+ · · ·+ 1

x− an
= 0

は n− 1 個の実解を持つことを示せ。



基礎数学A・演習問題—No.2—

５　関数 x1/x (x > 0) について、次の各問に答えよ。

　 (1)　方程式 x1/x = 1/2 は実解を持つことを示せ。

　 (2)　 lim
x→+∞

x1/x を求めよ。

　 (3)　方程式 x1/x = 1.2 は 2 個の実解を持つことを示せ。

1 変数関数の微分

６　関数 f(x) = x3 の導関数が f ′(x) = 3x2 であることを定義に戻って示せ。

７　次の関数 f(x) の導関数を定義に戻って求めよ。

(a) f(x) =
1

x2
(b) f(x) =

√
x (x > 0) (c) f(x) =

1

x3

８　関数 f(x) = |x| は x = 0 で微分可能でないことを示せ。

９ a∼f 　次の関数について下の問いに答えよ。

(a) f(x) =

{
x2 x ≥ 0
−x2 x < 0

(b) f(x) = |x|3

(c) f(x) =

{
x2 − 2x+ 3 x ≥ 0

−2x+ 3 x < 0
(d) f(x) =

 x2 sin
1

x
x ̸= 0

0 x = 0

(e) f(x) =

 x2
(
1 + cos

1

x

)
x ̸= 0

0 x = 0
(f) f(x) =

{
e−1/x x > 0
0 x ≤ 0

　 (1)　関数 f(x) は（(e) x = 0 で）微分可能であることを示せ。

　 (2)　導関数 f ′(x) の連続性について調べよ。



基礎数学A・演習問題—No.3—

1 変数関数の微分（続き）

10a∼f 　 p, a は正の実数とする。次の関数 f について、下の各問に答えよ。

(a) f(x) =

 e−1/x sin
1

x
x > 0

0 x ≤ 0
(b) f(x) =

 e−1/x
(
1 + cos

1

x

)
x > 0

0 x ≤ 0

(c) f(x) =


xp − 1

x− 1
x ̸= 1

p x = 1
(d) f(x) =


eax − 1

x
x ̸= 0

a x = 0

(e) f(x) =


log x

x− 1
x > 0, x ̸= 1

1 x = 1
(f) f(x) =


tanx

x
−π

2
< x <

π

2
, x ̸= 0

1 x = 0

　 (1)　 f(x) は x = 0 （(c,e) x = 1 ）で連続であることを示せ。

　 (2)　 x ̸= 0（(c) x ̸= 1; (e) x > 0, x ̸= 1; (f) −π

2
< x <

π

2
, x ̸= 0 ）で f(x) を微分せ

よ。

　 (3)　定義に戻って f ′(0) （(c,e) f ′(1) ）を求めよ。

　 (4)　 f(x) は x = 0 （(c,e) x = 1 ）で C1 級か否か判定せよ。

11　 f, g, h はいずれも微分可能とする。次の関数を微分せよ。

(1) f ◦ g ◦ h(x)(= f(g(h(x)))) (2) f(g(x)2h(x)) (3) f(g(x)2 + h(x))

12　次の関数を三回まで微分せよ。

(1a) e−x/2 cos

√
3

2
x (1b) e−x/2 sin

√
3

2
x

(1c) e−x/
√
2 cos

x√
2

(1d) e−x/
√
2 sin

x√
2

(2a) ex
2+x+1 (2b) ex

2−x+1 (2c) e−x2+x+1

(3a) esinx (3b) ecosx (4) log(3x2 − 2x+ 1)

(5a) log cos x (5b) log sinx (6) xx

(7a) sin(x2 − 2x+ 3) (7b) cos(x2 − 2x+ 3) (7c) tan(2x− 3)

(8a) sinhx (8b) coshx (9) tanhx

(10) log coshx



基礎数学A・演習問題—No.4—

1 変数関数の微分（続き）

13　関数 coth x =
ex + e−x

ex − e−x
について、次の各問に答えよ。

　 (1)　関数 y = coth x を x について微分せよ。

　 (2)　導関数
dy

dx
を coth x を用いて表せ。

　 (3)　逆関数 x = coth−1y を y について微分せよ。

14　次の関数の増減表を書き、極値および凹凸について調べよ。

(1) x4 − 2x2 + 3 (2) x4 − 4x+ 5

15　 f(x) = x1/x (x > 0) とする。次の各問に答えよ。

　 (1)　 f を微分せよ。

　 (2)　 (1) の結果を用いて、数列 { n
√
n}+∞

n=3 は単調減少であることを示せ。

16　 n は 3 以上の自然数とする。半径 1 の円に外接する正 n 角形の面積を Sn で表すこ
とにする。次の各問に答えよ。

　 (1)　 Sn の値を n を用いて表わせ。

　 (2)　極限値 lim
n→+∞

Sn を求めよ。

　 (3)　数列 {Sn}+∞
n=3 は単調減少であることを示せ。

17a,b　 a, b, c, d はいずれも正の実数で、特に (a) では ad− bc > 0 をみたすものとする。
次の関数 f(x) について、下の各問に答えよ。

(a) f(x) =
aex + be−x

cex + de−x
(b) f(x) = log(aex + be−x)− x

　 (1)　極限値 lim
x→+∞

f(x) を求めよ。

　 (2)　（(a) 極限値） lim
x→−∞

f(x) を求めよ。

　 (3)　 f(x) を微分せよ。

　 (4)　 f(x) = 1 が（(b) 正の）実数解を持つための必要十分条件を、a, b, c, d を用い
て表せ。
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1 変数関数の微分（続き）

18a　 a, b はいずれも実数とする。関数 f(x) = x3 − 3ax+ b について、次の各問に答え
よ。

　 (1)　極限 lim
x→+∞

f(x), lim
x→−∞

f(x) を求めよ。

　 (2)　関数 f(x) が極値を持つための条件を求めよ。

　 (3)　 (2) で求めた条件の下で、f(x) の極値を求めよ。

　 (4)　 b2 − 4a3 < 0 のとき、方程式 x3 − 3ax+ b = 0 は 3 個の実解を持つことを示せ。

18b　 a, b はいずれも実数とする。関数 f(x) = x4 − 2ax2 + b について、次の各問に
答えよ。

　 (1)　極限 lim
x→+∞

f(x), lim
x→−∞

f(x) を求めよ。

　 (2)　関数 f(x) が 3 点で極値を持つための条件を求めよ。

　 (3)　 (2) で求めた条件の下で、f(x) の極値を求めよ。

　 (4)　方程式 x4 − 2ax2 + b = 0 が 4 個の実解を持つための条件を求めよ。

18c　 a, b はいずれも実数とする。関数 f(x) = x4 − 4ax3 + b について、次の各問に
答えよ。

　 (1)　極限 lim
x→+∞

f(x), lim
x→−∞

f(x) を求めよ。

　 (2)　関数 f(x) は 1 点でしか極値を持たないことを示せ。

　 (3)　 f(x) の極値を求めよ。

　 (4)　 方程式 x4 − 4ax3 + b = 0 が 2 個の実解を持つための条件を求めよ。
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1 変数関数の微分（続き）

19　次の関数を x = 0 で Taylor 展開（ Maclaurin 展開）せよ。また、その収束半径を
求めよ。

(1) ax (2a) cosh x =
ex + e−x

2
(2b) sinh x =

ex − e−x

2
(3a) log(x2 + 1) (3b) log(1− x2)

(4a) sin x2 (4b) cos x2

(5a) Tan−1x (5b) tanh−1x (6) sinh−1x

20a∼e　 p は 0 でも自然数でもない実数とする。a は 0 でない実数で、特に (e) では 1 よ
り大きいとする。関数

(a) f(x) = xp (b) f(x) = xp+1 − xp (c) f(x) = eax

(d) f(x) = xex (e) f(x) = eax − ex

について、下の各問に答えよ。

　 (1)　 (a,b)　
f (n+1)(1)

f (n)(1)
を n と p を用いて表せ。

　　　 (c,e)　 f (n)(1) を n と a を用いて表せ。
　　　 (d)　 f (n)(1) を n を用いて表せ。

　 (2)　 f(x) の x = 1 におけるテイラー級数展開を

∞∑
n=0

an(x− 1)n = a0 + a1(x− 1) + a2(x− 1)2 + · · ·+ an(x− 1)n + · · ·

とする。
an+1

an
を n と p （ (c,e) n と a; (d) n ）を用いて表せ。

　 (3)　 (2) の級数の収束半径を求めよ。

偏微分と全微分

21　次の関数を二回まで偏微分せよ。特に (1∼4) については、調和関数であることを確
かめよ。

(1) x3 − 3xy2 (2) e−x cos y (3) log(x2 + y2) (4) Tan−1 y

x

(5a) log(7x+ 8y + 9) (5b) log(x+ 2y + 3) (6) sin(2x− 3y + 4) (7) ex
2−2y+3
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偏微分と全微分（続き）

22a　次の関数が調和関数となるような実数 a, b, c の値を求めよ。

(1) f(x, y) = x5 + ax3y2 + bxy4

(2) f(x, y) = x4 + ax3y + bx2y2 + cxy3 + ay4

(3) f(x, y) = cx4 + ax3y + bx2y2 + cxy3 + ay4

22b　 a, b は実数とする。f(x, y) = sin(x2 + ay2)cosh (bxy), △f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
とする。

次の各問に答えよ。

　 (1)　 △f を計算せよ。（参考：cosh t =
et + e−t

2
,
d

dt
cosh t = sinh t =

et − e−t

2
である。）

　 (2)　 a ̸= 0 とする。△f(

√
π

2
, 0), △f(0,

√
π

a
) を計算せよ。

　 (3)　 f が調和関数となる（すなわち △f ≡ 0 をみたす）ような実数 a, b の値を求め
よ。

23a　曲面 z = x2 − 2xy + 3y2 + 6x− 14y の (x, y) = (0, 1) における接平面の方程式を求
めよ。

23b　曲面 z = −x4 + 4xy − 2y2 の (x, y) = (1,−1) における接平面の方程式を求めよ。

24a　次の関数は (x, y) = (0, 0) で偏微分可能であるが、連続ではないことを確かめよ。

f(x, y) =


xy + y4

x2 + y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

24b　次の各関数の原点 (0, 0) での値はいずれも 0 で与えられるものとする。このとき各
関数は原点において
　 [1] 連続　 [2] 偏微分可能　 [3] 全ての方向について方向微分可能
　 [4] 全微分可能　 [5] C1 級
であるか否か調べよ。

(1)
xy

x2 + y2
(2)

x2y

x2 + y2
(3)

x2y

x4 + y2
(4)

x3 + y3

x2 + y2

(5)
x3y

x2 + y2
(6)

y4

x2 + y2
(7)

xy + y4

x2 + y2
(8)

x3y2

x6 + y4

(9)
xy√

x2 + y2
(10)

x2y√
x2 + y2

(11) xy sin
1√

x2 + y2
(12) (x2 + y2) sin

1√
x2 + y2

(13) (x3 + y3) sin
1

x2 + y2
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極値問題

25　 a は実数とする。次の関数の極値を求めよ。

(1) −3x2 + 2xy − 3y2 + 2 (2) 6x2 + 4xy + 17y2 − 4x+ 64y + 50

(3) x2 + 3xy + 2y2 + 3x+ 4y (4) x2 − 2xy + 3y2 + 6x− 14y

(5) x3 + 3xy2 − 3x (6) x3 − 3xy + 3y2

(7) x3 − 2xy + 2y2 (8) −6x3 + 9x2y + y3 − 3y

(9) x3 − 6x2y − 4y3 − 3x+ 6y (10) 3x3 + 6x2y − 4y3 − 9x− 6y

(11) −x4 + 4xy − 2y2 (12) x3 + axy + y2

(13) x3 + xy + ay2 (14) ex + e−x + y3 − 3y

(15)
1

x2 + y2 + 1
(16)

x

x2 + y2 + 1

(17)
xy

x2 + y2 + 1
(18)

1

x4 + y2 + 1

26a　 g は C4 級の 1 変数関数とし、g′ と g′′ は共通零点を持たないとする。2 変数関数
f(x1, x2) = g(x1)− g′′(x1)x2

2 は極値を持たないことを示せ。

26b　 g は C4 級の 1 変数関数とし、g′ は零点を持たないとする。n は自然数とする。2

変数関数 f(x1, x2) = g(x1) + g′′(x1)x2
n は極値を持たないことを示せ。

27　次の関数の各条件の下での極値を求めよ。

(1) −3x2 + 2xy − 3y2 + 2 条件 x2 + y2 = 2 [25(1)の続き]

(2) −x2 + 4xy + 2y2 条件 x2 + y2 = 5

(3) −x2 + 6xy + 7y2 条件 x2 + y2 = 10

(4) −x2 + 24xy + 6y2 条件 x2 + y2 = 25

(5) −x2 + 7xy + 23y2 条件 x2 + y2 = 50

(6) −x4 + 4xy − 2y2 条件 x2 + y2 = 2 [25(11)の続き]

(7) x+ y 条件 x4 + y4 + x2 + xy + y2 = 2


