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(1)位相空間(𝑋,𝔒)が完全不連結
def
⇔ ∀𝐴 ⊂ 𝑋:連結, |𝐴| = 1 

 

(2)𝑝𝑟𝑜𝑝.ℚ ⊂ ℝ は完全不連結 

𝑝𝑓. ∀𝐴 ⊂ ℚ(|𝐴| ≥ 2), ∃𝐵, 𝐶 ⊂ 𝐴(𝐵 ≠ ∅, 𝐶 ≠ ∅,𝐵, 𝐶: 𝑜𝑝𝑒𝑛)  

          𝑠. 𝑡. (𝐵 ∪ 𝐶 = 𝐴) ∧ (𝐵 ∩ 𝐶 = ∅)を示す。 

∀𝐴 ⊂ ℚ(|𝐴| ≥ 2)をとると、 

|𝐴| ≥ 2 より、∃𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴(𝑎 < 𝑏) 

ここで、
2

𝑏 − 𝑎
以上で最小の整数を𝑚とすると、 

𝑎 < 𝑏より、𝑏 − 𝑎 > 0 だから、
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> 0 より、𝑚 ≥ 1 なので、 
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𝑚
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また、∀𝑝 ∈ ℝ ∖ ℚ をとり、𝑝を超える最小の整数を𝑛とすると、 

𝑝 ∉ ℚ より、𝑝 ∉ ℤ だから、0 < 𝑝 − 𝑛 < 1 
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∴ 𝑎 <
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2
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ここで、𝑟 ≔
𝑎 + 𝑏

2
+
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𝑚
とすると、 

𝑎, 𝑏,𝑚, 𝑛, 2 ∈ ℚ, 𝑝 ∉ ℚ より、𝑟 ∉ ℚ で、𝑎 < 𝑟 < 𝑏である。 

ここで、𝐵 ≔ {𝑥 ∈ 𝐴 ∣ 𝑥 ≤ 𝑟 }, 𝐶 ≔ { 𝑥 ∈ 𝐴 ∣ 𝑥 ≥ 𝑟 }とすると、 

𝑎 ∈ 𝐵, 𝑏 ∈ 𝐶より、𝐵 ≠ ∅, 𝐶 ≠ ∅であり、 

𝑟 ∉ ℚ ⊃ 𝐴より、𝑟 ∉ 𝐴だから、 

𝐵 = { 𝑥 ∈ 𝐴 ∣ 𝑥 < 𝑟 } = 𝐴 ∩ (−∞, 𝑟), 

𝐶 = {𝑥 ∈ 𝐴 ∣ 𝑥 > 𝑟 } = 𝐴 ∩ (𝑟,+∞)となり、 

𝐵, 𝐶は𝐴の開集合である。 

また、𝐵 ∪ 𝐶 = { 𝑥 ∈ 𝐴 ∣ (𝑥 ≤ 𝑟) ∨ (𝑥 ≥ 𝑟) } = { 𝑥 ∈ 𝐴 ∣ 𝑥 ∈ ℝ } = 𝐴で、 

𝐵 ∩ 𝐶 = {𝑥 ∈ 𝐴 ∣ (𝑥 < 𝑟) ∧ (𝑥 > 𝑟) } = ∅となる。 

以上より、𝐴は連結でない。 

即ち、ℚ は完全不連結である。■ 


