
問 2.9

R ⊃ Zの点はすべて孤立点である.また,Zが境界点のみからなる閉集合である.

このことを示せ.

解答
(i) Zのすべての元が孤立点であることを示す.

∀n ∈ Zをとる. ϵ :=
1

2
> 0として,B(n; ϵ) = (n − 1

2
, n +

1

2
)を考えると,これに

含まれる整数は nのみ.

∴ B(n; ϵ) ∩ Z = {n}
したがって,Zのすべての元が孤立点である.

(ii) Zのすべての元が境界点であることを示す.

∀n ∈ Zをとる. ∀ϵ > 0をとると, n ∈ B(n; ϵ) ∩ Zより,

B(n; ϵ) ∩ Z ̸= ∅
また xとして,

x :=

{
n+ 1

ϵ
( ϵ > 1 )

n+ ϵ
2

(0 < ϵ ≤ 1)

とすると,x ∈ B(n; ϵ) ∩ R \ Z.
∴ nは Zの境界点.

(iii) Zが閉集合を示す. ∂Z ⊂ Z すなわち,(∂Z)c ⊃ Zcを示せばよい.

∀x ∈ Zc = R \ Zをとる.

n := ⌊x⌋とすると,n ∈ Z
ここで,ϵ :=min{x− n, n+ 1− x}とすると,

n < x < n+ 1より,ϵ > 0

このとき, B(x; ϵ) ⊂ R \ Z = Zc

よって,(∂Z)c ⊃ Zc

(i),(ii),(iii)から,主張は示された. □
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