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位相数学 1         AHA23058 新屋翔斗  

 

問 5.1  同相は同値関係であることを示せ。 

 

∵ )(ⅰ)(反射律): 

  (𝑋, 𝔒𝑋) からそれ自身への恒等写像を 𝑖𝑑 とする。 

𝑖𝑑 は,恒等写像の定義より、全単射である。 

また、 𝑂 ∈⬚
∀ 𝔒𝑋 とおくと、 

 

𝑖𝑑−1(𝑂) = 𝑂 ∈ 𝔒𝑋 

 

ゆえに、𝑖𝑑 は連続である。 

さらに、 𝑂′ ∈⬚
∀ 𝔒𝑋 とおくと、 

 

𝑖𝑑(𝑂′) = 𝑂′ ∈  𝔒𝑋 

 

ゆえに、𝑖𝑑 は開写像である。 

よって、𝑖𝑑 は (𝑋, 𝔒𝑋) からそれ自身への同相写像である。 

したがって、 

 

(𝑋, 𝔒𝑋)  ≈  (𝑋, 𝔒𝑋) 

 

(ⅱ)(対称律): 

(𝑋, 𝔒𝑋) から (𝑌, 𝔒𝑌) への同相写像を 𝑓 とする。 

このとき、逆写像 

 

𝑓−1 ∶ 𝑌 → 𝑋 

 

は 𝑓 が全単射であることから、𝑓−1 も全単射といえる。 

また、𝑓 が開写像であるので、開写像の定義より、𝑓−1 は連続である。 

逆に、𝑓 が連続であるので、連続の定義より、𝑓−1 は開写像である。 

よって、𝑓−1 は (𝑌, 𝔒𝑌) から (𝑋, 𝔒𝑋) への同相写像である。 

したがって、 

 

(𝑌, 𝔒𝑌)  ≈  (𝑋, 𝔒𝑋) 
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(ⅲ)(推移律): 

 (𝑋, 𝔒𝑋) から (𝑌, 𝔒𝑌) への同相写像を 𝑓 、(𝑌, 𝔒𝑌) から (𝑍, 𝔒𝑍) への同相写像を 𝑓′ と

する。 

 このとき、 𝑓, 𝑓′ は全単射であるので、 𝑓′ ∘ 𝑓 も全単射である。 

 また、 𝑓, 𝑓′ は連続であるので、 

 

𝑂𝑌  ∈  𝔒𝑌  ⇒  𝑓−1(𝑂𝑌)  ∈  𝔒𝑋 

𝑂𝑍  ∈  𝔒𝑍  ⇒  𝑓′−1(𝑂𝑍)  ∈  𝔒𝑌 

 

 𝑂𝑍 ∈ 𝔒𝑍 に対し、 

 

(𝑓′ ∘ 𝑓 )−1 (𝑂𝑍) =  𝑓−1(𝑓′−1(𝑂𝑍)) 

 

𝑓′−1(𝑂𝑍)  ∈  𝔒𝑌 より、 

(𝑓′ ∘ 𝑓 )−1 (𝑂𝑍)  ∈  𝔒𝑋 

 

よって、 

 

𝑂𝑍  ∈  𝔒𝑍  ⇒  (𝑓′ ∘ 𝑓 )−1 (𝑂𝑍)  ∈  𝔒𝑋 

 

すなわち、  𝑓′ ∘ 𝑓 は連続である。 

さらに、 𝑓, 𝑓′ は開写像であるので、 

 

𝑂𝑋  ∈  𝔒𝑋  ⇒  𝑓(𝑂𝑋)  ∈  𝔒𝑌 

𝑂𝑌  ∈  𝔒𝑌  ⇒  𝑓′(𝑂𝑌)  ∈  𝔒𝑍 

 

𝑂𝑋 ∈ 𝔒𝑋 に対し、 

 

(𝑓′ ∘ 𝑓 )(𝑂𝑋) =  𝑓′(𝑓(𝑂𝑋)) 

𝑓(𝑂𝑋)  ∈  𝔒𝑌 より、 

 

(𝑓′ ∘ 𝑓 )(𝑂𝑋)  ∈  𝔒𝑍 

 

よって、 

 

𝑂𝑋 ∈ 𝔒𝑋 ⇒  (𝑓′ ∘ 𝑓 )(𝑂𝑋)  ∈  𝔒𝑍 
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すなわち、  𝑓′ ∘ 𝑓 は開写像である。 

よって、  𝑓′ ∘ 𝑓 は (𝑋, 𝔒𝑋) から (𝑍, 𝔒𝑍) への同相写像である。 

したがって、 

 

(𝑋, 𝔒𝑋)  ≈  (𝑍, 𝔒𝑍) 

 

以上より、同相は同値関係である。 

∎ 


