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§4. 極小曲面(続き)

n-noid の index, nullity と flux

　今回の内容は、立道康介氏（元大阪市立大学・現バンダイ）と

の共同研究に基づくものである。





→←





　極小はめ込み X : M → R3 の index 及び nullity は、面積汎関数

の第二変分から得られるJacobi 作用素を用いて定義されるが、有

限全曲率完備共形極小はめ込みにおいては、定義域である

Riemann 面 M のcompact 化 M の上に、球面の標準計量 ds2S2 の

Gauss 写像G : M → S2 による引き戻しとして与えられる退化

Riemann 計量G∗(ds2S2) に関する正値 Laplacian −∆∗ の2 未満の固

有値の個数及び固有値 2 の重複度と一致することが知られて

いる。



よって、その値は G と立体射影σ : S2 → Ĉ := C ∪ {∞} の合成
として得られる有理型関数 g = σ ◦G (この関数もまた Gauss 写像

と呼ばれる) のみに依存するため、g の index 及び nullity と言う呼

び方も併用される。この意味で、それぞれInd(g), Nul(g) と表す。

　 R3 の平行移動から誘導される有界な nullity 関数( Jacobi 作用

素の 0-固有関数もしくは−∆∗ の 2-固有関数) 全体の次元を考え

れば、常に Nul(g) ≥ 3 であることがわかる。いつ Nul(g) > 3 と

なるかについては、次の判定条件が知られている。



定理4.1.(判定条件 1 ) (Ejiri-Kotani, Montiel-Ros) g が、分岐点を

許容するflat-ended な完備極小はめ込みのGauss 写像として実現

されるとき、かつそのときに限り、Nul(g) > 3 が成り立つ。

　しかしながら、具体的に与えられたX もしくは g が、この判定

条件を満たすか否かの判断は、一般には容易でなく、文献上で確

認できる例も、そう多くはない。そこで、本研究では、埋め込ま

れた end のみを持つ有限全曲率完備共形極小はめ込み、所謂

n-noid に関心を絞り、判定条件 1 を、特にその flux vector を用い

て記述することを試みた。



　ここで言う flux vector とは、極小はめ込みの像 X(M) の上の

各閉曲線に対し、それに沿う unit conormal の積分として得られる

vector のことである。発散公式より直ちに、flux vector は、閉曲

線の連続変形で不変であることがわかる。

　特に、有限全曲率完備共形極小はめ込みにおいては、その定義

域として、compact Riemann 面から有限個の点を除いた領域

M = M \ {q1, . . . , qn} をとることができ、その際除かれた各点 qj

の近傍の像である end に対し、その周囲を一周する閉曲線に沿

い、定義域では内向き、像では外向きのunit conormal を積分して

得られるflux vector φj を、その end qj の flux vector と呼ぶ。再

び発散公式または留数定理より、全ての end q1, . . . , qn を亘る flux

vector の総和 ∑n
j=1 φj は常に 0 となる。この均衡条件は flux 公式

と呼ばれる。



　有限全曲率の場合、埋め込まれた end qj はcatenoid または平面

のいずれかに漸近し、その flux vector φj は limit normal

G(qj) := limz→qj G(z) と平行となるので、その比により、漸近

catenoid と標準的 catenoid の相似比が得られる。その値

w(qj) := φj/4πG(qj) を end qj の weight と呼ぶ。但し向きが逆の

とき、 weight は負となり、また、平面に漸近する場合は、 weight

は 0 となる。全ての end の limit normal と weight の組

(G(qj), w(qj))
n
j=1 を flux data と呼ぶ。

　特に種数 0 の場合、二つの有理関数 g1 と g2 は、Ĉ の二つの

Möbius 変換φ と F でg1 ◦ φ = F ◦ g2 を満たすものが存在すると
き、同じ index と nullity を持つことが、判定条件 1 より従う。そ

こで本稿では、このような g1 と g2 を、同値であると言うことに

する。



例4.7. ( Gauss 写像の例 1 ) ( Nayatani ) N,M ∈ N, N +M ≥ 3

に対し、gN&M(z) := zN + z−M とおく。

Ind(gN&M) = 2d− 2 = 2(N +M)− 2, Nul(gN&M) = 5 が成り立つ。

　この gN&M と同値な g を実現する n-noid として、次の例が

ある。

例4.8. (曲面の例 1 ) N ∈ N, N ≥ 3, p, a, a′ ∈ R \ {0}, p ≠ ±1,

a′ = Na(1− p2)/(1 + p2), に対し、Weierstrass data

gpyr(z) =
(N − 1)(p2 − 1)zN + pN{(N + 1)p2 + (N − 1)}

2Np2zN−1
,

ηpyr = − a

2(N − 1)p2(p2 + 1)

2Np2zN−1

zN − pN


2

dz



は、正 N 角錐型 flux data

j 1, . . . , N N + 1

qj pζN
j−1 ∞

g(qj) pζN
j−1 ∞

w(qj) a a′

を満たすZN -不変な (N + 1)-noid を実現する。（ ζN := e2π
√
−1/N

とする。）この gpyr はgN&M|M=1 = zN−1 + z−1 と同値なので、

Ind(gpyr) = 2d− 2 = 2N − 2, Nul(gpyr) = 5 が成り立つ。



4-noid の index と nullity

　種数 0 で、g の次数がd := degg ≤ 2 の場合、Ind(g) = 2d− 1,

Nul(g) = 3 と完全に決定されているので、ここでは、まず d = 3

の場合、すなわち 4-noid から考えたい。この場合、flat-ended な

極小はめ込みは分岐点を持ちえず、Bryant による分類の中の記述

から次の事実が読み取れる。

補題4.2. d = 3 の場合、g′ の零点の非調和比がζ6 または ζ6 のと

き、かつそのときに限り、g は flat-ended な 4-noid のGauss 写像

として実現される。

　この条件を満たすための判別式を用いて、次の判定条件を得る。



補題4.3. (判定条件 2 ) 3 次の有理関数

g(z) =
∑3
j=0 αjz

j/
∑3
j=0 βjz

j に対し、

Dtet := 3α3β0 − α2β1 + α1β2 − 3α0β3 とおく。Dtet = 0 ならば、

Ind(g) = 2d− 2 = 4, Nul(g) = 5 が、Dtet ̸= 0 ならば、

Ind(g) = 2d− 1 = 5, Nul(g) = 3 が成り立つ。

　判定条件 2 の利点は、同値性を示すために、具体的に二つの

Möbius 変換を見つけなくてもよいと言うことにある。この判定条

件を用いて、次の結果が得られた。



補題4.4. (判定条件 3 ) limit normal が 2 次元を張る 4-noid で、

指定された flux を実現するような4 個の end の配置が、その非調

和比に関する 4 次方程式の4 重解として与えられるとき、

Ind(g) = 2d− 2 = 4, Nul(g) = 5 が成り立つ。

　実は曲面の例 1 もまた、その end の配置は、それらの非調和比

に関する方程式の重解として与えられる。しかしながら、limit

normalが 2次元を張る 4-noidでは、一般に endの配置は常に重解

として与えられるものの、非自明な nullity を持つとは限らない。

　最後に、条件 Dtet = 0 の相対 weight を用いた記述を紹介して

おく。



定理4.5. (判定条件 4 ) 4-noid が、Ind(X) = 4, Nul(X) = 5 を満

たすためには、その相対 weight と非調和比が次の条件を満たすこ

とが必要十分である。

(w12 + w34) + (w13 + w24)q1324
2 + (w14 + w23)q1423

2 = 0

この条件を満たすためには、相対 weight が次の条件を満たせば十

分である。

wσ(1)σ(2)wσ(3)σ(4) ̸= wσ(1)σ(3)wσ(2)σ(4) (∀σ ∈ S4),

(w12 + w34)(w13w24 − w14w23)
2 + (w13 + w24)(w14w23 − w12w34)

2

+(w14 + w23)(w12w34 − w13w24)
2 = 0



ZN-不変な n-noid の index と nullity

　 4 次以上の有理関数について、同様の判定条件を一般に求める

のは難しい。その理由の一つは、分岐点を持つ flat-ended な極小

はめ込みも考慮しなければならないことにある。ここでは、ZN -

不変な場合に限定して得た結果を紹介したい。



例4.9. ( Gauss 写像の例 2 ) N,L ∈ N, L ≤ N − 1, s ∈ C \ {0}
に対し、

gs(z) :=
szN + 1

zL(zN − s)

とおく。

SN,L(m) :=
2NL

m2 − (N − 2)m + (N − L− 1)(L− 1)
− 1

とすると、次が成り立つ。

Nul(gs) =



5 s2 = SN,L(N − 1) = (N + L)/(N − L) > 0

7 s2 ∈ {SN,L(m) |m ∈ Z, (N − 1)/2 ≤ m ≤ N − 2,

m ̸= L− 1, N − L− 1}
5 s2 = SN,L((N − 2)/2) = −(N + 2L)2/(N − 2L)2 < 0

3 上記以外でかつ

s2 ̸∈ {−1,−(N + L)2/(N − L)2} のとき



例4.10. ( Gauss 写像の例 2.1 ) N ≥ 2 かつ

s2 = SN,L(N − 1) = (N + L)/(N − L) > 0 のとき、

Ind(gs) = 2d− 2 = 2(N + L)− 2, Nul(gs) = 5 が成り立つ。

　一般に、N,L ∈ N, L ≤ N − 1, s11, s12, s21, s22 ∈ C \ {0},
s11s22 − s12s21 ̸= 0 に対し、N + L 次の有理関数

g(z) :=
s11z

N + s12
zL(s21zN + s22)

は、s := (−s11s22/s12s21)
1/2 に対し gs と同値である。



　 gs と同値な g を実現する n-noid として、次の例がある。

例4.11. (曲面の例 2 ) N ∈ N, N ≥ 2, a, t ∈ R \ {0}, に対し、
Weierstrass data

g(z) = − 1

tf (z)
, η = −taf (z)2dz,

但し f (z) =
(N + 1)zN + (N − 1)

z(zN − 1)

は、平行な flux data

j 1, . . . , N N + 1 N + 2

qj ζN
j−1 0 ∞

g(qj) 0 0 ∞
w(qj) a −a(N − 1)/2 a(N + 1)/2



を満たすZN -不変な (N + 2)-noid を実現する。この g は、

s =
√
(N + L)/(N − L), (N,L) = (N, 1) に対応するgs と同値で

あるので、Ind(g) = 2d− 2 = 2(N + 1)− 2 = 2(N + 2)− 4,

Nul(g) = 5 が成り立つ。



例4.12. (曲面の例 3 ) N,M ∈ N, N ≥ 2, 1 ≤ M ≤ N − 1,

(N,M) = 1, q, p, a, s, t ∈ R \ {0}, 但し

p = ρ(q) +
√
ρ(q)2 + 1 > 0, 但し ρ(q) =

N

N −M
· q

2N−M − qM

q2N + 1
,

s =
pq2N−M − 1

qN−M(p + qM)
,

t =
aN(p2 − 1)(q2N + 1)(p + qM)2

(p2 + 1)q2M(p2q2N−2M − 1)
(p2q2N−2M − 1 ̸= 0 のとき)

a = 0 (p2q2N−2M − 1 = 0, q ̸= ±1 のとき)

に対し、Weierstrass data

g(z) =
szN + 1

zN−M(zN − s)
, η = −t

z2N−M−1(zN − s)2

(zN − qN)2(zN + q−N)2
dz



は、正 N 角反柱型 flux data

j 1, . . . , N N + 1, . . . , 2N

qj qζN
M(j−1) q−1ζ2N

M(2j−1)

g(qj) pζN
M(j−1) p−1ζ2N

M(2j−1)

w(qj) a a

を満たす ZN -不変な 2N -noid を実現する。この 2N -noid は、

M = 1 かつ q ̸= −1 のとき分岐点を持たず、そして、q が方程式

ρ(q) = (p2 − 1)/(2p) の重解、すなわちflux vector の動きが一瞬止

まる(∂p/∂q = 0) とき、s2 = SN,N−M = (2N −M)/M となり、

Ind(g) = 2d− 2 = 2(2N −M)− 2, Nul(g) = 5 が成り立つ。



例4.13. (曲面の例 3.1 ) N = 2, M = 1, q = p = (
√
6 +

√
2)/2 の

とき、四面体群不変な 4-noid で、s2 = 3 = S2,1 より、

Ind(g) = 2 · 3− 2 = 4, Nul(g) = 5 が成り立つ。

例4.14. (曲面の例 3.2 ) N = 3, M = 1, q = p = (
√
6 +

√
2)/2 の

とき、八面体群不変な 6-noid で、s2 = 25/2 ̸= 5 = S3,2 より、

Ind(g) = 2 · 6− 3 = 9, Nul(g) = 3 が成り立つ。

　すなわち、正多面体の対称性は、非自明な nullity とは必ずしも

結びつかない。



nullity と flux 写像

　ここまでで見て来た重解であることの意味は、実は n-noid の空

間をflux により parametrize したときの、分岐点であることに対

応するように思われる。そこで最後に、nullity と flux 写像の関係

について見ておきたい。

　M を任意種数の n-noid の空間とし、flux 写像

F : M → (S2)n ×Rn を

F(X) := (G(q1), . . . , G(qn), w(q1), . . . , w(qn)) により定義する。



　 C ⊃ U は開集合、R ⊃ I は開区間、q(t) (t ∈ I) は U 内の滑

らかな曲線とし、共形極小はめ込みの 1-parameter 族

X : (U × I) \ {(q(t), t) | t ∈ I} → R3 に対し、X(·, t) の
Weierstrass data を(g, η) で表す。X(·, t) が q(t) でcatenoid 型ま

たは平面型の end を持つとすると、その Taylor または Laurent 級

数展開は次の形で与えられる。

g = p + γ(z − q) + (z − q)2g2(z),

η =


B

(z − q)2
+

b

z − q
+ f0(z)

 dz
ここで、p, γ, B 及び b は、いずれも t ∈ I のみによる滑らかな関

数である。



　 (G(q), w(q)) = (v, a) を X(·, t) の flux data とするとき、次が

成り立つ。

⟨Φt, G⟩ = |p|2 + 1

|g|2 + 1

 2ptBz − q
− 2at log(z − q)

 +O(1)

これから、pt = 0 かつ at = 0 ならば、Jacobi 関数

⟨Xt, G⟩ = Re⟨Φt, G⟩ は q の近くで有界であるとわかる。よって、

次を得る。

定理4.6. (判定条件 5 ) flux 写像の臨界点の nullity は 3 より大

きい。
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