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§6. 調和写像(続き)

　 τ は前回の通りとし、写像の変形族ft : M → M ′ (t0 < t < t1)

は、放物型偏微分方程式

∂ft
∂t

= τ (ft) (t0 < t < t1)

の解とする。

　一般に、写像(t0, t1)×M → M ′ (t, P ) 7→ f (t, P ) が、

(t0, t1)×M 上 C1 級、かつ各 t ∈ (t0, t1) に対しft(·) : M → M ′

が C2 級ならば、その写像は実はC∞ 級であることが示される。



　 E も前回の通りとする。既に見たように、E(ft) の第一変分は

d

dt
E(ft) = −

∫
M

m∑
γ,ν=1

τ (ft)
γg′γν

∂ft
ν

∂t
dvg

と表される。

　従って、　上記の方程式の解 ft に対しては、

d

dt
E(ft) = −

∫
M

m∑
γ,ν=1

∂ft
γ

∂t
g′γν

∂ft
ν

∂t
dvg

= −
∫
M

∣∣∣∣∂ft∂t

∣∣∣∣2 dvg ≤ 0

が成り立つので、τ (ft) = 0 である t を除いてE(ft) は狭義単調減

少となる。



　さらにE(ft) の第二変分が、次のように表される。

d2

dt2
E(ft) = −2

∫
M

m∑
γ,ν=1

τ (ft)
γg′γν

D

dt

(
∂ft
∂t

)ν

dvg

　ここで、共変微分
D

dt

(
∂ft
∂t

)
は、各点 P ∈ M に対し、軌道

ft(P ) ∈ M ′ (t0 < t < t1) の曲率ベクトルを与えている。



　一方、任意の変形族 ft に対し、E(ft) の第二変分は一般に

d2

dt2
E(ft) =

∫
M

n∑
i,j=1

gij
m∑

α,β=1

D

∂xi

(
∂ft
∂t

)α
D

∂xj

(
∂ft
∂t

)β

g′αβdvg

−
∫
M

n∑
i,j=1

gij
m∑

α,β,µ,ν=1

R′m
α,β,µ,νft,i

αft,j
β∂ft

µ

∂t

∂ft
ν

∂t
g′αβg

′
µνdvg

−
∫
M

m∑
γ,ν=1

τ (ft)
γg′γν

D

dt

(
∂ft
∂t

)ν

dvg

と計算される。但し、R′ は (M ′, g′) の曲率テンソルである。

　因みに
∂ft
∂t
の共変微分は、次で与えられるものである。

D

∂xi

(
∂ft
∂t

)α

=
∂2ft

α

∂xi∂t
+

m∑
µ,ν=1

Γ′
µν

α∂ft
µ

∂xi
∂ft

ν

∂t
(α = 1, . . . ,m)



　上記の方程式の解 ft については、これら２本の等式から、

τ (ft) を含む積分を消去して、次を得る。

1

2

d2

dt2
E(ft) =

∫
M

n∑
i,j=1

gij
m∑

α,β=1

D

∂xi

(
∂ft
∂t

)α
D

∂xj

(
∂ft
∂t

)β

g′αβdvg

−
∫
M

n∑
i,j=1

gij
m∑

α,β,µ,ν=1

R′m
α,β,µ,νft,i

αft,j
β∂ft

µ

∂t

∂ft
ν

∂t
g′αβg

′
µνdvg



　右辺第一項は常に非負である。ここでさらに (M ′, g′) の曲率が

非正ならば、右辺第二項も非負となるので、

d2

dt2
E(ft) ≥ 0 (t0 < t < t1)

が成立する。(特に、等号が成立するような t に対しては、

D

∂xi

(
∂ft(P )

∂t

)
= 0 (P ∈ M ; i = 1, . . . , n)

が成り立つ。)

　以上の評価から、ft が大域解のとき(つまり t1 = ∞ ととれる

とき)、

d

dt
E(ft) → 0 (t → ∞)

を得る。



　準備はここまでで、以下、次のような一般的な手順により、放

物型方程式の解の、楕円型方程式の解への収束が示される。



　 r 次以下の全ての微分が2 乗可積分であるようなM から M ′

への写像全体の空間をHr(M,M ′) で表す。

　 2r > n = dimM のとき、Sobolev の不等式より、Hr(M,M ′)

の元は全て連続写像であり、そこには一様位相以上の位相が入る。

　 Hr(M,M ′) には可分な Hilbert 空間を model とする無限次元可

微分多様体の構造が入り、E : Hr(M,M ′) → R は微分可能な関

数となる。



　 τ r をHr(M,M ′) におけるE の勾配ベクトル場、すなわち

∇vE(f ) = −〈τ r(f ), v〉 (v ∈ TfHr(M,M ′))

を満たすものとするとき、常微分方程式

dft
dt

= τ r(ft)

は、与えられた初期条件に対して一意な局所解(短時解)を持ち、

かつE(ft) は減少関数となる。(減少関数となることは示した。)

　さらに、適当な曲率の条件の下では、大域解(長時解)を持つ。

　ここで ft が相対 compact ならば、t → ∞ のとき ft は収束し

て、(
dft
dt
が 0 に収束するので、) その極限は調和写像となる。



　以上のことを示すためには、方程式の解についての、多くのア

プリオリ評価が必要であり、解析的にはある意味ここからが本番

であるが、この講義では省略する。


