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フーリエ級数
　さて、第２回で見たテイラー展開に、ちょっと話を戻しましょ
う。指数関数 ex の近似で、展開の中心 x = 0 から遠ざかるほど
誤差が大きくなるのは、指数関数の値の増大度を考えると仕方の
ないことです。しかし三角関数 cosx, sinx は、いずれも周期関数
であり、同じ値を繰り返し、遠くへ行っても値が大きくなるわけ
ではないのに、誤差が大きくなってしまうのは、ある意味効率が
悪いと言えます。
　これはそもそも、周期関数を近似するのに、周期が無く、限り
なく増大(または減少) して行く多項式を用いるからであって、周
期関数を近似する場合には、寧ろ、多項式に次いで性質がいろい
ろよくわかっているcosx, sinx を用いて、他の関数を近似した方
がよいのでは、ということで考え出されたのが、この講義の主題
であるフーリエ級数です。



　とりあえず、周期 2π すなわち、条件

(4.1) f (x + 2π) = f (x) (x ∈ R)

を満たす関数に限定して考えます。
注意：一般の周期については、一次関数による座標変換で書き換えるだけで済
むので、後でまとめて説明します。
　ここで x は任意なので、条件 (4.1) の x にx± 2π を繰り返し
代入することで、実際には

(4.2) f (x + 2mπ) = f (x) (x ∈ R;m ∈ Z)

が成り立つことが導かれます。



　条件 (4.2) を満たす関数で、cosx, sinx を用いて簡単に表せる
ものと言えば

cos kx, sin kx (k ∈ N)

でしょう。k ≥ 2 の場合にはより細かい周期 2π

k
を持つものたち

ですが、少なくとも 2π 毎に同じ値を繰り返すことは共通してい
ます。
　これに定数関数 1 を加えたものを、テイラー展開の場合の1, xk

(k ∈ N) の代わりにして、一般に周期 2π の関数 S を

(4.3) S(x) =
a0
2
+

∞∑
k=1

{ak cos kx + bk sin kx}

の形で表す、または k = n までの部分和で近似することを試みて
みましょう。



　これがまさにフーリエ級数なのですが、まだ特定の関数を近似
する前段階なので、とりあえず、この形の関数項級数を三角級数、
部分和を三角多項式と、それぞれ呼んでおきます。
注意：定数項を a0 ではなく

a0
2
としているのは、慣例に従うもので、その理由

は後に明らかになります。(教科書では、この表記は定理1-4から。)



　ここでは、近似の誤差を、前回導入した L2 距離で測ることに
します。これに併せて、周期 2π の関数たちがなすベクトル空間
において、二つの関数 S と T の内積は、L2 内積

(S, T )2 =
∫ π
−π S(x)T (x)dx

各関数 S のノルムは、L2 ノルム

||S||2 =
{∫ π

−π S(x)
2dx

}1/2
を用います。この内積やノルムを用いれば、Rn の通常の距離、
内積、ノルムと同様に、L2 距離は、

||S − T ||2 = (S − T, S − T )
1/2
2

と表せます。



　そこで、この講義の第１回で準備したn 次元ベクトル空間 Rn

におけるベクトルの、正規直交系の一次結合による近似と同様の
定式化を試みます。
　まず

1, cos kx, sin kx (k ∈ N)

を、一周期分の有限閉区間 [−π, π] 上に制限して、この内積に関
する正規直交系に直します。とりあえず、便宜上

ϕk(x) = cos kx, ψk(x) = sin kx (k ∈ N)

とおいて、これらの関数の内積を計算すると…



　まず任意の k ∈ N に対して

(1, ϕk)2 =
∫ π
−π 1 · cos kxdx

=

1
k
sin kx

π
−π

= 0− 0 = 0

(1, ψk)2 =
∫ π
−π 1 · sin kxdx

=

−1

k
cos kx

π
−π

= −1

k
{(−1)k − (−1)k} = 0



　相異なる k, ℓ ∈ N に対して

(ϕk, ϕℓ)2 =
∫ π
−π cos kx cos ℓxdx

=
∫ π
−π

cos(k − ℓ)x + cos(k + ℓ)x

2
dx

=
1

2

 1

k − ℓ
sin(k − ℓ)x +

1

k + ℓ
sin(k + ℓ)x

π
−π

=
1

2
{(0 + 0)− (0 + 0)} = 0

(ψk, ψℓ)2 =
∫ π
−π sin kx sin ℓxdx

=
∫ π
−π

cos(k − ℓ)x− cos(k + ℓ)x

2
dx

=
1

2

 1

k − ℓ
sin(k − ℓ)x− 1

k + ℓ
sin(k + ℓ)x

π
−π

=
1

2
{(0− 0)− (0− 0)} = 0



　また任意の k, ℓ ∈ N に対して

(ψk, ϕℓ)2 =
∫ π
−π sin kx cos ℓxdx

=
∫ π
−π

sin(k − ℓ)x + sin(k + ℓ)x

2
dx

=
1

2

− 1

k − ℓ
cos(k − ℓ)x− 1

k + ℓ
cos(k + ℓ)x

π
−π

= −1

2


(−1)k−ℓ − (−1)k−ℓ

k − ℓ
+

(−1)k+ℓ − (−1)k+ℓ

k + ℓ

 = 0

より、1, ϕk, ψk (k ∈ N) は、L2 内積について、互いに直交してい
ることがわかります。
　上の諸条件を満たす関数の組を直交関数系と言います。
　後は、それぞれの関数をL2 内積に関する大きさで割って、L2

ノルムに関する単位ベクトルにしてやれば、正規直交関数系にす
ることができます。



　ここで、

||1||22 = (1, 1)2 =
∫ π
−π 1 · 1dx

= [x]π−π = 2π

　また任意の k ∈ N に対して

||ϕk||22 = (ϕk, ϕk)2 =
∫ π
−π cos

2 kxdx =
∫ π
−π

1 + cos 2kx

2
dx

=
1

2

x + 1

2k
sin 2kx

π
−π

=
(π + 0)− (−π + 0)

2
= π

||ψk||22 = (ψk, ψk)2 =
∫ π
−π sin

2 kxdx =
∫ π
−π

1− cos 2kx

2
dx

=
1

2

x− 1

2k
sin 2kx

π
−π

=
(π − 0)− (−π − 0)

2
= π



より、

||1||2 =
√
2π, ||ϕk||2 = ||ψk||2 =

√
π (k ∈ N)

です。
　従って

1√
2π
,

1√
π
cos kx,

1√
π
sin kx (k ∈ N)

が正規直交関数系をなすことになります。



　しかしながら、この係数がついているとかえって扱いづらいこ
ともあり、通常は「正規」でない直交関数系を用います。
　今、関数 S(x) が (4.3) の形で表され、この三角級数の収束が一
様収束だったと仮定します。このとき、定理1-2より、極限操作
(この場合は

∞∑
k=1

= lim
n→∞

n∑
k=1

のこと) と積分は順序交換可能なので、

(S, 1)2 =
∫ π
−π S(x)dx

=
∫ π
−π

a0
2
+

∞∑
k=1

{ak cos kx + bk sin kx}
 dx

=
∫ π
−π
a0
2
dx +

∞∑
k=1

∫ π
−π{ak cos kx + bk sin kx}dx

= a0π



　また任意の k ∈ N に対して

(S, ϕk)2 =
∫ π
−π S(x) cos kxdx

=
∫ π
−π

a0
2
cos kx +

∞∑
ℓ=1

{aℓ cos ℓx cos kx + bℓ sin ℓx cos kx}
 dx

=
∫ π
−π
a0
2
cos kxdx +

∞∑
ℓ=1

∫ π
−π{aℓ cos ℓx cos kx + bℓ sin ℓx cos kx}dx

=
∫ π
−π ak cos

2 kxdx = akπ

(S, ψk)2 =
∫ π
−π S(x) sin kxdx

=
∫ π
−π

a0
2
sin kx +

∞∑
ℓ=1

{aℓ cos ℓx sin kx + bℓ sin ℓx sin kx}
 dx

=
∫ π
−π
a0
2
sin kxdx +

∞∑
ℓ=1

∫ π
−π{aℓ cos ℓx sin kx + bℓ sin ℓx sin kx}dx

=
∫ π
−π bk sin

2 kxdx = bkπ



より、各係数は

ak =
1

π

∫ π
−π S(x) cos kxdx (k ∈ N ∪ {0})

bk =
1

π

∫ π
−π S(x) sin kxdx (k ∈ N)

で与えられます。(定理1-4 )



注意：(混乱しそうと思う人は、とりあえずこの注意は読み飛ばして下さい。)

正規直交系は
1√
2π
,

1√
π
cos kx,

1√
π
sin kx (k ∈ N)

なので、これを用いて表し直すと、

S(x) =
a0
√
π√
2

· 1√
2π

+
∞∑
k=1

ak√π · cos kx√
π

+ bk
√
π · sin kx√

π


ですが、一方 (

S,
1√
2π

)
2

=
1√
2π

(S, 1)2 =
1√
2π
a0π =

a0
√
π√
2S, ϕk√

π


2

=
1√
π
(S, ϕk)2 =

1√
π
akπ = ak

√
π

S, ψk√
π


2

=
1√
π
(S, ψk)2 =

1√
π
bkπ = bk

√
π

で、確かに L2 内積により係数が得られます。



　ここで、||S||2 は、次で求められます。

||S||22 = (S, S)2

=

S, a0
2
· 1 +

∞∑
k=1

(akϕk + bkψk)


2

=
(
S,
a0
2
· 1

)
2
+

∞∑
k=1

{(S, akϕk)2 + (S, bkψk)2}

=
a0
2
(S, 1)2 +

∞∑
k=1

{ak(S, ϕk)2 + bk(S, ψk)2}

=
a0
2
a0π +

∞∑
k=1

(akakπ + bkbkπ)

=
a0

2π

2
+

∞∑
k=1

(ak
2 + bk

2)π

　この公式をパーセヴァルの等式と言います。(定理1-5,2-6 )



　さて、今、任意に与えられた周期 2π の関数 f を、三角級数で
L2 近似することを考えてみましょう。そこで、まず任意に(収束し
ない恐れのない) n 次の三角多項式を

Sn(x) =
x0
2
+

n∑
k=1

{xk cos kx + yk sin kx}

とおきます。ここで、係数を ak, bk をxk, yk (教科書では ξk, ηk ) に
変えたのは、この係数を変数と見て、誤差を最小化したいため
です。

ak =
1

π
(f, ϕk)2 (k ∈ N ∪ {0})

bk =
1

π
(f, ψk)2 (k ∈ N)

とおいておきます。



||f − Sn||22 = (f − Sn, f − Sn)2 = (f, f )2 − 2(f, Sn)2 + (Sn, Sn)

= ||f ||22 − 2

f, x0
2
+

n∑
k=1

(xkϕk + ykψk)


2

+ ||Sn||22

= ||f ||22 − 2

x02 (f, 1)2 +
n∑
k=1

(xk(f, ϕk)2 + yk(f, ψk)2)


+


x0

2π

2
+

n∑
k=1

(xk
2 + yk

2)π


= ||f ||22 − 2

x02 a0π +
n∑
k=1

(xkakπ + ykbkπ)


+


x0

2π

2
+

n∑
k=1

(xk
2 + yk

2)π


= ||f ||22 − π


a0

2

2
+

n∑
k=1

(ak
2 + bk

2)


+π

(x0 − a0)
2

2
+

n∑
k=1

{(xk − ak)
2 + (yk − bk)

2}




　この式は、x0, x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn の関数として平方完
成された２次式なので、誤差が最も小さい近似は

xk = ak (k = 0, 1, 2, . . . , n), yk = bk (k = 1, 2, . . . , n)

で与えられます。(定理1-6,1-7 )

　このとき、近似の誤差は

ϵn = ||f ||22 − π


a0

2

2
+

n∑
k=1

(ak
2 + bk

2)


となります。
(この求め方は、この講義の第１回最初の計算と、全く同じであることを思い出
しておきましょう。)



　このようにして選んだak, bk で与えられる級数
a0
2
+

∞∑
k=1

{ak cos kx + bk sin kx}

を、関数 f のフーリエ級数、ak, bk を f のフーリエ係数と呼び
ます。
　ただし、少なくとも現段階では、これはあくまで近似であって、
n→ ∞ としても誤差 ϵn が 0 に収束し、 lim

n→∞Sn(x) がf (x) に一
致するために、さらにどのような条件が必要かを考えなければな
りません。これが次の課題です。
注意：特に f(x) が偶関数( f(−x) = f(x) )のときは、bk = 0 (k ∈ N) で、ak
の項だけのフーリエ余弦級数、一方 f(x) が奇関数( f(−x) = −f(x) )のとき
は、ak = 0 (k ∈ N ∪ {0}) で、bk の項だけのフーリエ正弦級数になります。


